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UFES – CCE - DMAT 

MAT09570 – CÁLCULO I – 2018/1 

Primeira prova parcial – turmas da manhã – 20/04/2018 

 

1. Considere 𝒇(𝒙) = 𝟐 − 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏). 

(a) Determine o domínio e esboce o gráfico de 𝒇. Obtenha também os pontos de 

interseção do gráfico de 𝒇 com os eixos coordenados. 

(b) Calcule 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟏+

𝒇(𝒙) e 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) 

(c) Encontre uma expressão para a função inversa de 𝒇. 

(d) Determine funções 𝒈, 𝒉, 𝒑 tais que 𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒉(𝒑(𝒙))). 

  

Solução: Temos, 𝑓(𝑥) = 2 − ln(𝑥 + 1), logo: 

(a) 𝐷(𝑓) = {𝑥 ∈ ℝ | 𝑥 + 1 > 0} = {𝑥 ∈ ℝ | 𝑥 > −1} = ]−1,∞[. 

Interseções com os eixos coordenados: 

 𝑥 = 0 ⟹ 𝑦 = 𝑓(0) = 2 − ln(0 + 1) = 2. Logo, 𝐺𝑟𝑎𝑓(𝑓) ∩ 𝑂𝑦 = {(0, 2)} 

 𝑦 = 0 ⟹ 0 = 2 − ln(𝑥 + 1) ⟹ ln(𝑥 + 1) = 2 ⟹ 𝑒ln(𝑥+1) = 𝑒2⟹ 𝑥 + 1 = 𝑒2 ⟹

𝑥 = 𝑒2 − 1. Logo, 𝐺𝑟𝑎𝑓(𝑓) ∩ 𝑂𝑥 = {(𝑒2 − 1, 0)} 

(b) Temos: 

lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

[2 − ln(𝑥 + 1)] = lim
𝑥→−1+

2 − lim
𝑥→−1+

[ln(𝑥 + 1)] =

= 2 + ln lim
𝑥→−1+

(𝑥 + 1) = 2 −∞ = −∞ 

Portanto, lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = −∞  

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→∞

[2 − ln(𝑥 + 1)] = lim
𝑥→∞

2 − lim
𝑥→∞

[ln(𝑥 + 1)] = 

= 2 + ln lim
𝑥→∞

(𝑥 + 1) = 2 +∞ = ∞ 

Portanto, lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = ∞  

 

(c) Temos: 

𝑓(𝑥) = ln 𝑥 ⟸ 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 1) ⟸ 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1

𝑓(𝑥) = 2 − ln(𝑥 + 1) ⟸ 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑒2−𝑥 − 1

 

Cálculo de 𝑓−1: 

𝑦 = 2 − ln(𝑥 + 1) ⟹⏟
𝑥↔𝑦

𝑥 = 2 − ln(𝑦 + 1) ⟹ ln(𝑦 + 1) = 2 − 𝑥 ⟹ 𝑒ln(𝑦+1) = 𝑒2−𝑥 

⟹ 𝑦+ 1 = 𝑒2−𝑥 ⟹ 𝑦 = 𝑒2−𝑥 − 1 

Portanto, 𝑓(𝑥) = 2 − ln(𝑥 + 1) ⟹ 𝑓−1(𝑥) = 𝑒2−𝑥 − 1 . 

Observe que: 

(𝑓 ∘ 𝑓−1)(𝑥) = 𝑓(𝑓−1(𝑥)) =  𝑓(𝑒2−𝑥 − 1) = 2 − ln[(𝑒2−𝑥 − 1) + 1] = 

= 2 − ln 𝑒2−𝑥 = 2 − (2 − 𝑥) = 𝑥 

(𝑓−1 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑓−1(𝑓(𝑥)) =  𝑓−1(2 − ln(𝑥 + 1)) = 𝑒2−(2−ln(𝑥+1)) − 1 = 

= 𝑒ln(𝑥+1) − 1 = (𝑥 + 1) − 1 = 𝑥 

Assim, vemos que (𝑓 ∘ 𝑓−1)(𝑥) = 𝑥 e (𝑓−1 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑥, comprovando que realmente 

𝑓−1(𝑥) = 𝑒2−𝑥 − 1 é a inversa de 𝑓(𝑥) = 2 − ln(𝑥 + 1). 

𝐷(𝑓−1) = ℝ  
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(d) Tomando: 𝑝(𝑥) = 𝑥 + 1, ℎ(𝑥) = ln 𝑥 e 𝑔(𝑥) = 2 − 𝑥, temos: 

(𝑔 ∘ ℎ ∘ 𝑝)(𝑥) = 𝑔 (ℎ(𝑝(𝑥))) = 𝑔(ℎ(𝑥 + 1)) = 𝑔(ln(𝑥 + 1)) = 2 − ln(𝑥 + 1) = 𝑓(𝑥). 

 

2. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de 𝒇(𝒙) = 𝟖 √𝒙⁄  no ponto (𝟏, 𝟖). 

 

Solução: A reta tangente 𝑟 procurada passa pelo ponto (1, 8), possui inclinação 𝑚𝑟 e tem 

equação dada por: 

𝑟: 𝑦 − 8 = 𝑚𝑟 ∙ (𝑥 − 1)  

Assim, para determinarmos uma equação da reta tangente 𝑟, precisamos encontrar a 

inclinação 𝑚𝑟. 

 

Cálculo de 𝑚𝑟: Temos então que: 

𝑚𝑟 = 𝑓
′(1) = lim

ℎ→0

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
= lim
ℎ→0

8

√1 + ℎ
− 8

ℎ
= 8 ∙ lim

ℎ→0

1 − √1 + ℎ

ℎ(√1 + ℎ)
 

= 8 ∙ lim
ℎ→0

(
1 − √1 + ℎ

ℎ(√1 + ℎ)
∙
1 + √1 + ℎ

1 + √1 + ℎ
) = 8 ∙ lim

ℎ→0

1 − (1 + ℎ)

ℎ(√1 + ℎ)(1 + √1 + ℎ)
 

= 8 ∙ lim
ℎ→0

−ℎ

ℎ(√1 + ℎ)(1 + √1 + ℎ)
= −8 ∙ lim

ℎ→0

1

(√1 + ℎ)(1 + √1 + ℎ)
= −8 ∙

1

2
= −4. 

Assim temos 𝑚𝑟 = −4  e então: 

𝑟: 𝑦 − 8 = (−4) ∙ (𝑥 − 1) ⟹ 𝑟: 𝑦 = −4 𝑥 + 12 ⟹ 𝑟: 4 𝑥 + 𝑦 − 12 = 0  

 

3. Calcule os limites a seguir, se existirem, ou justifique a não existência. 

 

(𝒂)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒆𝒙−𝟐

𝒙 − 𝟐
(𝒃)  𝐥𝐢𝐦

𝒙→∞

𝒔𝒆𝒏𝟐 (𝐥𝐧𝒙)

𝒙
(𝒄)  𝐥𝐢𝐦

𝒙→−∞
(𝒙 + √𝒙𝟐 − 𝟒𝒙) 

 

Solução: Temos que: 

(a) Calculando os limites laterais: 

Inicialmente observamos que: 

 𝑥 → 2−  ⟹ 𝑥 − 2 → 0−.  

 𝑥 → 2+  ⟹ 𝑥 − 2 → 0+. 

 𝑥 → 2 ⟹ 𝑒𝑥−2 → 𝑒0 = 1. 

Assim temos: 

lim
𝑥→2−

𝑒𝑥−2

𝑥 − 2
=
1

0−
= −∞;  lim

𝑥→2+

𝑒𝑥−2

𝑥 − 2
=
1

0+
= ∞ 

Conclusão, NÃO existe lim
𝑥→2

𝑒𝑥−2

𝑥−2
 pois seus limites laterais não existem. 

 

(b) Façamos 𝑡 = ln 𝑥. Assim, 𝑥 = 𝑒𝑡 e  𝑥 → ∞ ⟹ 𝑡 → ∞. Assim, podemos reescrever: 

lim
𝑥→∞

𝑠𝑒𝑛2 (ln 𝑥)

𝑥
=  lim

𝑡→∞

𝑠𝑒𝑛2 𝑡

𝑒𝑡
. 

Observamos aqui que NÃO podemos fazer: 

lim
𝑡→∞

𝑠𝑒𝑛2 𝑡

𝑒𝑡
= lim
𝑡→∞

(𝑠𝑒𝑛2 𝑡) ∙ lim
𝑡→∞

1

𝑒𝑡
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pois,  lim
𝑡→∞

(𝑠𝑒𝑛2 𝑡) não existe. 

Vamos então calcular este limite usando o Teorema do Confronto: 

Visto que 𝑒−𝑡 = 1/𝑒𝑡, 𝑒−𝑡 > 0 para todo 𝑡 real, temos: 

0 ≤ 𝑠𝑒𝑛2 𝑡 ≤ 1 ⟹
1

𝑒𝑡
∙ 0 ≤

1

𝑒𝑡
∙ 𝑠𝑒𝑛2 𝑡 ≤

1

𝑒𝑡
∙ 1 ⟹ 0 ≤

𝑠𝑒𝑛2 𝑡

𝑒𝑡
≤
1

𝑒𝑡
. 

Agora, temos que: 

lim
𝑡→∞

0 = lim
𝑡→∞

1

𝑒𝑡
= 0. 

Logo, 

0 ≤
𝑠𝑒𝑛2 𝑡

𝑒𝑡
≤
1

𝑒𝑡
, lim
𝑡→∞

0 = lim
𝑡→∞

1

𝑒𝑡
= 0 ⟹⏟

𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑜 𝐶𝑜𝑛𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑜

lim
𝑡→∞

𝑠𝑒𝑛2 𝑡

𝑒𝑡
= 0  

 

(c) Temos que lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √𝑥2 − 4𝑥) é um limite do tipo  (∞ −∞). 

Assim, NÃO podemos fazer: 

lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √𝑥2 − 4𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥) + lim
𝑥→−∞

√𝑥2 − 4𝑥 

Façamos então: 

lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √𝑥2 − 4𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √𝑥2 − 4𝑥 ∙
𝑥 − √𝑥2 − 4𝑥

𝑥 − √𝑥2 − 4𝑥
) = lim

𝑥→−∞

𝑥2 − (𝑥2 − 4𝑥)

𝑥 − √𝑥2 − 4𝑥
 

= lim
𝑥→−∞

4𝑥

𝑥 − √𝑥2 − 4𝑥
= lim
𝑥→−∞

4𝑥
𝑥

𝑥 − √𝑥2 − 4𝑥
𝑥

= lim
𝑥→−∞

4

1 −
√𝑥2 − 4𝑥

𝑥

=⏟
∗

lim
𝑥→−∞

4

1 −
√𝑥2 − 4𝑥

−√𝑥2

 

= lim
𝑥→−∞

4

1 + √
𝑥2 − 4𝑥
𝑥2

= lim
𝑥→−∞

4

1 + √1 −
4
𝑥

=
4

1 + √1 − 0
=
4

2
= 2. 

Portanto, lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √𝑥2 − 4𝑥) = 2 . 

*Observe que neste problema, substituímos no denominador 𝑥 por −√𝑥2. A razão desta 

substituição é que: 

𝑥 → −∞⟹ 𝑥 < 0⟹ √𝑥2 = |𝑥| = −𝑥 ⟹ 𝑥 = −|𝑥| = −√𝑥2. 

 

4. Considere  

𝒇(𝒙) = {
|𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑|

𝒙 − 𝟏
, 𝒔𝒆 𝒙 ≠ 𝟏

𝟏, 𝒔𝒆 𝒙 = 𝟏

  

Determine se 𝒇 é contínua em 𝒙 = 𝟏. Justifique. 

 

Solução: Temos que 𝑓(1) = 1. Assim, 𝑓 será contínua em 𝑥 = 1 se, e somente se,  

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) =  1 = 𝑓(1)  

Inicialmente, observamos que: 

𝑥2 − 4𝑥 + 3 = (𝑥 − 1)(𝑥 − 3). 

Logo, para todo 𝑥 ∈ (1 − 𝛿, 1), isto é, 𝑥 < 1 mas bem próximo de 1, temos (𝑥 − 1) < 0, 

(𝑥 − 3) < 0 e  𝑥2 − 4𝑥 + 3 > 0. 
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Também, para todo 𝑥 ∈ (1, 1 + 𝛿), isto é, 1 < 𝑥 < 3, mas bem próximo de 1, temos (𝑥 − 1) >

0, (𝑥 − 3) < 0 e  𝑥2 − 4𝑥 + 3 < 0. 

Se 𝑥 > 3, temos 𝑥2 − 4𝑥 + 3 > 0. 

Daí, podemos reescrever: 

𝑓(𝑥) =

{
 
 
 

 
 
 

𝑥2 − 4𝑥 + 3

𝑥 − 1
, 𝑠𝑒 𝑥 < 1

1, 𝑠𝑒 𝑥 = 1

−
𝑥2 − 4𝑥 + 3

𝑥 − 1
, 𝑠𝑒 1 < 𝑥 < 3

𝑥2 − 4𝑥 + 3

𝑥 − 1
, 𝑠𝑒 𝑥 ≥ 3

⟹ 𝑓(𝑥) = {

𝑥 − 3, 𝑠𝑒 𝑥 < 1
1, 𝑠𝑒 𝑥 = 1

−𝑥 + 3, 𝑠𝑒 1 < 𝑥 < 3
𝑥 − 3, 𝑠𝑒 𝑥 ≥ 3

 

Assim, temos: 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

(𝑥 − 3) = −2 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(−𝑥 + 3) = 2 

Como lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥), concluímos que NÃO existe lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) e consequentemente, 𝑓 

NÃO é contínua em 𝑥 = 1.  

 

5. Mostre que existe um número real 𝒄 que é solução da equação 𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝟎𝟎 = 𝟏𝟎𝐜𝐨𝐬𝒙. 

 

Solução 1: Considere a função 𝑓(𝑥) =  𝑥2 − 10 cos 𝑥 − 1000. 

Inicialmente, observamos que 𝑓 é contínua em toda a reta real (𝐷(𝑓) = ℝ). 

Assim, temos que existe um número real 𝑐 que é solução da equação 𝑥2 − 1000 = 10cos 𝑥 se, 

e somente se, a função 𝑓 possuir um zero. 

Temos: 

−1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 ⟹ −10 ≤ −10cos 𝑥 ≤ 10 ⟹ 𝑥2 − 10 ≤ 𝑥2 − 10 cos 𝑥 ≤ 𝑥2 + 10 

⟹ 𝑥2 − 10 − 1000 ≤ 𝑥2 − 10 cos 𝑥 − 1000 ≤ 𝑥2 + 10 − 1000 

⟹ 𝑥2 − 1010 ≤ 𝑥2 − 10 cos 𝑥 − 1000 ≤ 𝑥2 − 990 

Logo, considerando 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 1010 e ℎ(𝑥) = 𝑥2 − 990, vemos que 𝑓, 𝑔 e ℎ são funções 

contínuas em toda a reta real, 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ ℝ e como existem 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tais que 

𝑎2 = 1010 e 𝑏2 = 990, então existe 𝑐 ∈ ℝ tal que 𝑓(𝑐) = 0. 

Portanto, existe um número real 𝑐 que é solução da equação 𝑥2 − 1000 = 10 cos𝑥. 

 

Solução 2: Considere a função 𝑓(𝑥) =  𝑥2 − 10 cos 𝑥 − 1000. 

Inicialmente, observamos que 𝑓 é contínua em toda a reta real (𝐷(𝑓) = ℝ). 

Assim, temos que existe um número real 𝑐 que é solução da equação 𝑥2 − 1000 = 10cos 𝑥 se, 

e somente se, a função 𝑓 possuir um zero. 

Temos: 

𝑓(0) =  02 − 10 cos(0) − 1000 = −1010 < 0 

𝑓(32) =  322 − 10cos(32) − 1000 = 24 − 10 cos(32)⏟    
−1≤cos(32)≤1

> 0 

Assim, temos que 𝑓 é contínua em [0, 32] e que 𝑓(0) < 0 < 𝑓(32), então pelo Teorema do 

Confronto, temos que existe um número real 𝑐 ∈ (0, 32) tal que 𝑓(𝑐) = 0. 

Portanto, podemos afirmar que existe um número real 𝑐 que é solução da equação 𝑥2 − 1000 =

10 cos 𝑥. 

 


