3.4 A Regra da Cadeia

1. Considere a funcdo F(x) = f(2? cos(wx)). Sabendo que f/(—1) = m, f/(0) = 6 e f'(1) = 3,
determine F'(—1).

Pela regra da cadeia, temos que
F'(z) = f'(2* cos(nz)) - [22 cos(rz) — 72? sen(nz)],

logo
F(-1)=f1-(-1))-[2-(-1)- (1) =7-1-0 =2 f'(-1) =2m

2. Considere a funcio F(z) = f(z% cos(—mz)). Sabendo que f'(—1) = 7, f'(0) =6 e f'(1) = 3x,
determine F'(1).

Pela regra da cadeia, temos que
F'(z) = f'(«? cos(—7x)) - [2z cos(—7z) + nx? sen(—7z)]

logo
F)y=fa1-(-1)-2-1-(-1)+7-1-0=—-2- f(-1) = -2~

3. Considere a funcio F(z) = f(x? sen(rzx)). Sabendo que f/(—1) = m, f'(0) = 6 e f'(1) = 3m,
determine F'(—1).

Pela regra da cadeia, temos que
F'(z) = f'(2? sen(rz)) - [22 sen(nx) + 72? cos(mx)]

logo
F(-1)=f1-00-2-(-1)-0+7-1-(=1)] = —7- f/(0) = —67

4. Considere a fungio F(z) = f(2? sen(—nz)). Sabendo que f'(—1) = «, f/(0) = 6 e f'(1) = 3m,
determine F'(1).

Pela regra da cadeia, temos que
F'(z) = f'(2? sen(—nz)) - [2z sen(—mz) — nz? cos(—mz)],

logo

F'(1)=f(1-0)-[2:1-0—7-1-(=1)] =m- f(0) =67



4.3 Como as Derivadas Afetam a Forma de um Grafico

1. Sejam a e b constantes com a < b. Determine o(s) intervalo(s) onde f é crescente e o(s) intervalo(s)
onde f tem concavidade para cima, sendo:

3 1‘2

f(a:):%—(a+b)?+abx+a2+b2

Inicialmente, vamos calcular a derivada de f:
f'(z) =2* — (a+ b)x + ab
Vamos determinar os pontos criticos de f:
fllzx)=0=xz=aouz="0

Estudo do sinal de f:

Intervalo (—00,a) (a,b) (b, 00)
Sinal de f’ + — 4
Comportamento de f | crescente | decrescente | crescente

Calculando a derivada segunda de f, temos:
f(z) =22 —(a+b)

Estudo do sinal de f”:

b b
Intervalo (—o0, &2) | (%2, 00)
Sinal de f” — +
Concavidade de f | para baixo | para cima

2. Sejam a e b constantes com a < b. Determine o(s) intervalo(s) onde f é decrescente e o(s)
intervalo(s) onde f tem concavidade para cima, sendo:

3 x2

f(a:):%—(a+b)?+abx+a2+b2

Inicialmente, vamos calcular a derivada de f:
f'(x) =2* — (a+ b)x + ab
Vamos determinar os pontos criticos de f:
fllzx)y=0=xz=aouz="b

Estudo do sinal de f’:

Intervalo (—00,a) (a,b) (b, 00)
Sinal de f’ + - +
Comportamento de f | crescente | decrescente | crescente

Calculando a derivada segunda de f, temos:

f'(x) =2z — (a+b)



Estudo do sinal de f”:

b b
Intervalo (—o0, 22) | (22 o)
Sinal de f” - +
Concavidade de f | para baixo | para cima

3. Sejam a e b constantes com a < b. Determine o(s) intervalo(s) onde f é crescente e o(s) intervalo(s)
onde f tem concavidade para baixo, sendo:

3 .732

f(w):%—(a—i-b)?%-abx—&-az—i-bQ

Inicialmente, vamos calcular a derivada de f:
f'(x) =2* - (a +b)z+ab
Vamos determinar os pontos criticos de f:
fl(zx)=0=xz=aouz="b

Estudo do sinal de f’:

Intervalo (—00,a) (a,b) (b, 00)
Sinal de f’ + - +
Comportamento de f | crescente | decrescente | crescente

Calculando a derivada segunda de f, temos:
(@) =22 —(a+b)

Estudo do sinal de f”:

b b
Intervalo (=00, 222) | (22, 00)
Sinal de f” - +
Concavidade de f | para baixo | para cima

4. Sejam a e b constantes com a < b. Determine o(s) intervalo(s) onde f é decrescente e o(s)
intervalo(s) onde f tem concavidade para baixo, sendo:

3 1,2

f(x):%—(a+b)?+abx+a2+b2

Inicialmente, vamos calcular a derivada de f:
fl(x) =22 - (a+b)z+ab
Vamos determinar os pontos criticos de f:

f(x)=0=x=aouz=>0



Estudo do sinal de f’:

Estudo do sinal de f”:

Intervalo (—00,a) (a,b) (b, 00)
Sinal de f’ + - +
Comportamento de f | crescente | decrescente | crescente
Calculando a derivada segunda de f, temos:
f(z) =2z — (a+b)
Intervalo (—o0, GTH’) (“T“’, 00)
Sinal de f” - +
Concavidade de f | para baixo | para cima




4.4 Formas Indeterminadas e Regra de L’Hospital
x
1. Caleule lim, o (2£4)

Temos uma forma indeterminada do tipo 1°°:

. T+a /o0 . 1
lim (—) = lim - =1
z—o00 .+ b \oo z—00 1

_(z*a x:>1n =zln 2hidd
y= T+ b y= T+ b

m(m) otb | 2+b—(a+a)
— ]

. . z+b T+a (z+b)2
lim Iny = lim T m 1
T—r00 T—r00 = T—00 ——

X X
1 b—
= lim —2?- . a
T—00 x+a x+0b
1 —b
= lim 22 - -
T—00 rx+a x+0b
2(a—1b
= lim z(a-b)
z—o0 22 + (a + b)x + ab
o a—b
T a1 4 aib | ab
x
=a-—0»

Finalmente,

s
lim T+a — lim y = lim Blny _ elimz—mo Iny _ Ga_b
b T—00 Z—>00

2x
2. Calcule limy_, (%)

Temos uma forma indeterminada do tipo 1°°:

lim m”(@): lim © =1
b \ oo

z+a\* r+a
Yy = = lny =2z1In
—b x—b
In (erz) z—b szf(a:q;a)
lim Iny = 2 lim 1_ =2 lim & (ffb)
T—r00 T—00 = T—r00 =
T T
1 —b —
=2 lim —a’ -
T—00 r+a x-—b
1 b
=2 lim z° @t
T—00 x+a z—0
P, 2%(a +b)
z—o0 22 + (a — b)x — ab
b
=2 lim C(sz;) ab
mel+ -



Finalmente,

xr
. T+a . . )
lim = lim y = lim ™V = ¢liMaeclny — @)

3. Caleule lim, o (2£52)"

Temos uma forma indeterminada do tipo 1°°:

= lim - =1
z—00 2

2z +a (oo>

11 —

2r +a xél 1 2x + a
= n = I in
Y=\2z+0o o 2% + b

In <2x+a> 224b  2(22+b)—(2z+a)2
=1

o

. . 2z+b 2z+a (22+b)2
lim Iny = lim T m T
T—r00 T—r00 = T—r00 ——5
xX x
5 2 1 2b — Qa
= lim —z*- .
T—00 2r+a 2x+0b

9 1 2a — 2b

= lim z“- .

T—00 2c+a 2x+b
: 22%(a — b)

= lim

z—o0 422 + 2(a + b)x + ab
: 2(a—0)

= lim ———————
m—)oo4+w+gig
2(a—b) a-—b

42

Finalmente,

T
. z+a . . g a=b
lim — lim y = lim ™V = ¢lMemeclny — %5
=00 \ T + b r—00 T—>00

4. Calcule lim,_, (iﬁf‘g)x

Temos uma forma indeterminada do tipo 1°°:

3+ a <z>




In ( 3zta 3z—b  3(3z—b)—(3z+a)3
3z+a (3z—b)?
m 1

lim Iny = lim ——> 7 =
Xr—r 00 Xr—r 0O = Xr—r00

z T 22
. 2 1 —3b — 3a
= lim —x*- .
T—00 3r+a 3x—0
~ b o2 1 3a+3b
3500 3r+a 3z—0b
. 32%(a +b)
= lim
z—o0 922 + 3(a — b)x — ab
_ lim 3(a+b)

x—>009+M_ab
o

x2
_3(a+b) a+b

9 3

Finalmente,
X
g r+a . . g a+tb
lim = lim y = lim ety — gliMosoolny _ %5
z—sc0o \ x+ b T—>00 z—00




Derivagao implicita

1. Determine o declive, se existir, da reta tangente & curva z2 + 2zy 4+ y?> — 2 — 2y = 1 no ponto de
abcissa x = 1 e ordenada positiva.

Queremos y'(1), se existir. Derivando implicitamente com respeito x

2+ 2y +2zy + 2y’ —1 -2y =0
r+2y—2)y' =1-22—2y
1 —-20—2y

L )

Paraz =1

14+2y+yP—1-2y=1
y' =1
y=1louy=-1

O ponto tem ordenada positiva logo é (1,1) e o declive é

1-2-2 3
y'(1) = =

T 99 =9 9

2. Determine o declive, se existir, da reta tangente & curva x> — 2zy + 2 + z — 2y = 1 no ponto de
ordenada y = —1 e abcissa menor que —1.

Derivando implicitamente com respeito x

20 — 2y —2zy +2yy +1 -2y =0
(=22 +2y—2)y = —-1—-22+2y

, —1—2x+2y
Y= Torroy—2
Para y = —1
24+2+14+2+2=1
22+32+2=0
(x+1)(x+2)=0
r=—-loux=-2

O ponto em questao é (—2,—1) e o declive nao estd definido ai, pois

y%_Q)_gf1f2(fm4+1¢4) 2

—2(=2)+2(-1)—2 0

(No ponto em questdo, a reta tangente a curva seria vertical)

3. Determine o declive, se existir, da reta tangente & curva 22 — 22y + 3> — 2 + 2y = 1 no ponto de
abcissa x = 1 e ordenada positiva.



Queremos y'(1), se existir. Derivando implicitamente com respeito x

2x — 2y —2xy +2yy’ —1+2y =0
(—2z+2y+2)y =1—-2x+2y
0 1—-2242y

Y= ort2yt2

Para z =1
1—-2+¢—14+2=1
y* =1
y=1louy=-1

O ponto em questao é (1,1) e o declive é

Lo 1-20)4201) 1
Y= @y ramy 42~ 2

4. Determine o declive, se existir, da reta tangente a curva z2 + 22y + y> + z + 2y = 1 no ponto de
abcissa x = —1 e ordenada positiva.

Queremos y'(—1), se existir. Derivando implicitamente com respeito x

2z + 2y + 22y +2yy +1+2y =0
2z +2y+2)y =-1-2x -2y
;o 14+2x+2y

& __2x+2y+2

Para z = —1
1-2y+yP—14+2y=1
y' =1
y=louy=-1

O ponto em questao é (—1,1) e o declive é

/ 14+2(—-1)+2(1) 1
y(=1) = 2D r2)r2 . 2




Taxas relacionadas

1. A altura de um triangulo estd diminuindo a uma taxa de 2 cm/min enquanto a area do tridngulo
est4 aumentando a uma taxa de 1 cm?/min.

Sejam

t : o instante de tempo (em min)

b: a base do triangulo (em cm) no instante ¢

h : a altura do tridngulo (em cm) no instante ¢
A : a drea do triangulo (em cm?) no instante ¢

Encontre uma relacdo entre as variaveis A, b, h e determine a que taxa a base do tridngulo esté
variando quando a altura for 10 cm e a area for 100 cm?.

% =1, ‘2—? = —2 e queremos % no instante em que h = 10 e A = 100.

A relagao entre as variaveis é, pela férmula da area do triangulo,

Temos

A=t
2
e derivando com respeito a t
% — 1 h@ + b%
dt 2\ dt ~dt
Para h =10 e A = 100, temos 100 = &20), logo b= 20 e
1 db
1==(10— +20(—2
3 (105 +20-2)
db
2=10— —40
dt
¢y _ ol A (em/min)
d 10 5

2. A altura de um triangulo estd aumentando a uma taxa de 2 cm/min enquanto a area do triangulo
est4 diminuindo a uma taxa de 1 cm?/min.

Sejam

t : o instante de tempo (em min)

b: a base do triangulo (em cm) no instante ¢

h : a altura do tridngulo (em cm) no instante ¢
A : a drea do triangulo (em cm?) no instante ¢

Encontre uma relacdo entre as variaveis A, b, h e determine a que taxa a base do tridngulo esta
variando quando a altura for 10 cm e a &rea for 100 cm?.

Temos % = -1, % = 2 e queremos % no instante em que h = 10 e A = 100.

A relacao entre as variaveis é, pela férmula da area do triangulo,

e derivando com respeito a t



Para h = 10 e A = 100, temos 100:£2())Jogob:20e
1 db
—1==-{(10— +20(2
2( @i ()>
db
—2=10— +40
ar "
e P (em/min)
d¢ 10 5

3. A altura de um triangulo estd diminuindo a uma taxa de 1 cm/min enquanto a drea do tridngulo
estd aumentando a uma taxa de 2 cm?/min.

Sejam

t : o instante de tempo (em min)

b: a base do triangulo (em cm) no instante ¢

h : a altura do triAngulo (em cm) no instante ¢
A : a 4rea do triangulo (em cm?) no instante ¢

Encontre uma relacao entre as variaveis A,b, h e determine a que taxa a base do tridngulo esta
variando quando a altura for 10 cm e a drea for 100 cm?.

Temos % =2, % = —1 e queremos % no instante em que h = 10 e A = 100.

A relacao entre as variaveis é, pela férmula da area do triangulo,

_bh
2

A

e derivando com respeito a t

dt 2\ dt dt
ParahleeAleO,temos100:£20),10g0b:2()e
1 db
2=—-110— +20(—1
3 (105 +20-1)
db
4=10— —20
dt
db  4+20 12

i = (em/min)

4. A altura de um tridngulo estd aumentando a uma taxa de 1 cm/min enquanto a drea do tridngulo
estd diminuindo a uma taxa de 2 cm? /min.

Sejam

t : o instante de tempo (em min)

b: a base do triangulo (em cm) no instante ¢

h : a altura do triangulo (em cm) no instante ¢
A : a drea do triangulo (em cm?) no instante ¢

Encontre uma relacao entre as variaveis A,b, h e determine a que taxa a base do triangulo esta
variando quando a altura for 10 cm e a drea for 100 cm?.



Temos % = —2, % = 1 e queremos % no instante em que h = 10 e A = 100.

A relacao entre as variaveis €, pela férmula da area do triangulo,

_bh
2

A

e derivando com respeito a ¢

i Mty i
a2 +

dA 1 ( db  dh
dt ' di

Para h =10 e A = 100, temos 100 = b(éo), logo b =20 e

1/ db
—2=-(10% + 2001
2( ar " ()>

db
—4=10— +20
dt +

db  —4-20 12

- 10 5 (em/min)



