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Leia com atencao. Justifique suas respostas.
1. (3,5) Determine:

(a) a equacdo da reta tangente & curva —y + x? = 2y% no ponto (—1,1/2)

[1,0]
A equagao serd y —1/2 = m(z + 1), em que m = y'(—1) que obtemos derivando implici-
tamente:
—y + 22 = 4y =
=9/ (1+4y) =2z
= 2z
Y T 1r gy
Para y = 1/2, x = —1, temos m = —2/3. Portanto a equacao da reta fica sendo
1 (x+1) = 2 + 1 2
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(b) & [In f(g(x))] para z = 0, sabendo que f(x) =z sen = e ¢/(0) = g(0) = 7/2

[1,0]
Aplicando regras de derivacao

Para z = 0 temos g(0) = ¢’(0) = /2, logo

o) < L@@ _ fi(x/2)m/2
gz [ Fle@N] (0) = —2r s s

Temos f(n/2) =7/2-sen (7/2) =7/2 e f'(x) =sen x + xzcos x, donde

f'(r/2) =sen (n/2) + /2 cos (7/2) =1+0=1.

Assim,

d 1-7/2
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(c) limy_r (cotg T — ﬁ)

[1,5]
(Forma indeterminada co — co quando x — )
Procuramos uma forma para aplicar a Regra de L.’Hospital

Solucao 1
) 1 ) (x — m)cotg x — 1 . r—Tm—tgx 0
lim ( cotg = — = lim = lim ——— —
T T — T T T — T z—r (z—m)tg x 0
H .. 1 —sec’x 0
= lim =
s tg ¢+ (x — ) sec® x 0
H .. —2sec’z -tg x
= lim
a—m sec? x +sec?x + (x — ) - 2sec?z - tg x
I —2tg x
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z—m 2+ 2(x —m)tg
0
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=0.
Solugao 2

. 1 ) COS T 1 . (x—m)cos x —sen x 0
lim ( cotg = — = lim — = lim —
T xT—T zom\senr T —T T (x — m)sen 0

cos x — (z — m)sen & — cos x

H .
= lim
T—m sen x + (v — m)cos x

o —l@—msens (0)

z—m sen x + (x — T)cos T 0

—sen x — (x — m)cos x

im

z—7 cos & + cos T — (x — m)sen
0

—2+0

= 0.
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2. (3,5) Acerca da funcao f(x) =1 — e~ 2, indique, justificando:

(a) se existem assintotas horizontais/verticais

[0,5]

A funcao é continua para todo z € R, portanto nao tem assintotas verticais.
2

Temos lim,_, oo f(x) =limy 4100 1 — e T =1—e®=1, portanto a reta y = 1 é tnica
assintota horizontal.

(b) intervalos onde é crescente/decrescente, e existéncia de maximos/minimos locais

[1,0]
Derivando

f'(z) = . (1 - 62) =—e 2 - T (—g) =ze 2

a2
2

efl(r)=0sze” 2 =0 2=0.



Note que o sinal de f/(x) é igual ao sinal de x, pois restante fator é positivo, portanto
flz)<0sx<0e f'l(z) >0& 2> 0.

Pelo Teste C/D, concluimos que f é crescente para x > 0 e decrescente para x < 0.

Pelo Teste da Primeira Derivada, concluimos que f(0) =1 —1 = 0 é minimo (global) e
nao existem outros extremos (pois = 0 é o unico zero da derivada).

(c) intervalos onde tem concavidade voltada para baixo/cima e existéncia de pontos de inflexao

[1,5]
Derivando

—e 7T(1-2a?)
e fllz)=01-22=02=—-1louz=1
Note que o sinal de f”(z) é igual ao sinal de 1 — 22, pois o restante fator é positivo,
portanto f/(z) <0<z <—-louzx>1le f'(2) >0 -1 <z <1
Pelo Teste da Concavidade, concluimos que f tem concavidade para baixo para z < —1

e para x > 1 e tem concavidade para cima para —1 < x < 1; além disso, os pontos de
inflexfio sdo (1, f(1)) = (1,1 —e"/2) e (-1, f(—1)) = (-1,1 — e 1/2).

(d) um esbogo do gréfico.
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Considere o triangulo ABC, tal que o lado AB mede 3cm, o lado AC mede 6¢cm e o angulo 8 entre
eles estd variando a uma taxa de 0,02rad/s. Os tamanhos dos lados AB e AC sao fixos. Encontre
a taxa de variagdo do crescimento da area do triangulo ABC, quando o angulo 6 é 7/6.

Sejam
6 : o angulo entre os lados de comprimento 3 e 6 em rad em cada instante (em segundos)

2 em cada instante (em segundos).

Temos = 0,02 e queremos % no instante em que 6 = /6.

A drea do tridangulo é dada por A = %bh em que b é a base do tridangulo e h a altura
correspondente.

A érea do triangulo em m

Para b = 6, temos h = 3sen 6 ( cf. figura), donde A = 5 -6 - 3sen = 9sen 0 e

dA do
o 9cos 0 - it

Para % = 0,02 e 6 = /6 temos 4} = 9cos (7/6) - (0,02) = 9%

\%

3.(0,02) = 23 (rad/s).

4. (1,0) Considere a curva y — senh = —cosh = no plano zOy.

(a) A curva pode ser reescrita como y = e*? Justifique, se for verdadeiro, e apresente contra-
exemplo, se for falso.

[0,5]
Falso, o ponto (0, 1) estd na curva y = €%, pois 1 = €%, mas néo est4 na curva y—senh x =
—cosh z, pois 1 —senh 0 = —cosh 0 < 1 = —1, que é falso.

(b) Prove que existe um ponto (x,y) da curva acima que estd mais préximo do ponto (0,0).

[0,5]
Pela definicao de cosh z e de senh z a curva do enunciado pode ser escrita como

y —senh x = —cosh « < y = senh z — cosh z
-y et — 7% L + e %
YT 2
Sy=—e "

Queremos provar que existe um ponto (z, y) que minimiza a distancia entre (z,y) e (0,0)

dada por
V(e =02+ (y—0)2 = /22 + 42,
onde (z,y) estd sujeito a y = —e™* (por ( ))-
Assim, queremos o minimo global de d(z \/ 12+ (—e%)2 =22+ e 2¢ z € R.

Lembre que :

r minimiza a distancia d(z) se e somente se x minimiza f(z) = d?(z) = 2% + e 727,



Temos f'(z) = 2z — 2¢72*. Como f/(0) =0—-2"=-2<0e f/(1)=2-5 >0e
f! é continua em [0, 1], o Teorema do Valor Intermedidrio garante que existe ¢ € (0,1)
tal que f'(¢) = 0. Por outro lado, f”(x) = 2 + 4e~2* > 0 para todo = € R, donde f’ é
estritamente crescente para todo z, ¢ é o tnico zero de f’ e temos f'(x) < 0 para todo
x < ¢, f'(x) > 0 para todo > c. Assim, f(c) é minimo global de f (Teste da Primeira
Derivada para Valores Extremos Absolutos).

Conclusao: o ponto (¢, —e~¢) é um ponto da curva mais préximo de (0,0).



