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Estabilidade de conjuntos de rotação em Homeo0, λ(Td)

Resumo:

Esta apresentação é resultante dos Trabalhos
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Um dos invariantes topológicos mais importantes para homeomorfismos uni-
dimensionais é o número de rotação, introduzido por Poincaré: Dado um home-
omorfismo que preserva orientação f ∈ Homeo+(S1), seu número de rotação é

definido por ρ(f) = limn→∞
Fn(x̃)−x̃

n (mod1), onde x ∈ S1, F : R → R é um
levantamento de f e x̃ ∈ π−1(x). Ademais,

i. o número de rotação ρ(f) é independente de F e x e de fato é invariante
por conjugações topológicas;

ii. ρ(f) é racional se e somente se f admite pontos periódicos, e neste caso,
todos têm o mesmo peŕıodo;

iii. Se ρ(f) é irracional, então ω(x) é um subconjunto de S1 que é f -minimal
e independente de x, e

iv. Se ρ(f) é irracional e f é transitiva, então f é topologicamente conjugada
a rotação irracional Rρ(f).

Em [1] é provado que homeomorfismos conservativos e isotópicos a iden-
tidade, nos toros Td, (d ≥ 3), existe um C0-aberto e denso de homeomorfis-
mos com conjunto de rotação estável, para todo d ≥ 3, o qual é um poliedro
com vértices racionais e interior não-vazio. Neste caso, descrevemos condições
necessárias para um tal homeomorfismo não ser tempo-1 de um fluxo cont́ınuo
em Td.

Um resultado célebre de M. Peixoto estabelece que existe subconjunto C0-
aberto e denso A ⊂ Homeo+(S1), cujos elementos são estruturalmente estáveis.
Como consequência, todo elemento f ∈ A é tal que seu número de rotação ρ(f) é
racional e estável, isto é, ele não é alterado por C0-perturbações suficientemente
pequenas (vide [7] para uma descrição mais detalhada sobre a Teoria envolvendo
o conceito de número de rotação).

Desde o ińıcio dos anos 90, tem havido várias contribuições, na tentativa de
estender esta teoria da rotação às dimensões superiores e, mais eficazmente, em
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Homeo0(T2) = conjunto dos homeomorfismos homotópicos a identidade no 2-
toro T2 = S1×S1. Neste caso, Misiurewicz & Ziemian [8] introduziram o seguinte
conceito de conjunto de rotação, em Homeo0(Td): dado f ∈ Homeo0(Td) e
F : Rd → Rd um levantamento de f , ρ(F ) é o conjunto de vetores em Rd que

são pontos de acumulação de sequências (F
ni (x̃i)−x̃i

ni
)i≥1, x̃i ∈ Rd e ni ≥ 1.

No caso do toro T2, é sabido que conjuntos de rotação são subconjuntos de R2

compactos e convexos, e que qualquer poĺıgono convexo com vértices racionais é
realizado como um conjunto de rotação (cf. [8, 4]). Outras contribuições acerca
de conjuntos de rotação envolvendo homeomorfismos em T2 foram apresentadas
por Llibre & Mackay [5] e Franks [2]: homeomorfismos em Homeo0(T2) tendo
conjuntos de rotação com interior não vazio têm entropia topológica positiva e,
todos os pontos extremos com coordenadas racionais podem ser realizados por
pontos periódicos. Mais recentemente, estes últimos resultados foram cruciais
para provar que existe um conjunto C0-aberto e denso em Homeo0(T2) cujos
conjuntos de rotação são poĺıgonos com vértices tendo coordenadas racionais e
que são estáveis por C0-perturbações da dinâmica (cf. [1, 3, 9]). Estes resultados
constituem uma contrapartida para a estabilidade de conjuntos de rotação para
homeomorfismos no ćırculo.

A teoria da rotação de homeomorfismos de toros de maior dimensão Td
(d > 2) teve muito poucas contribuições, o que aparentemente parece estar
relacionado com o fato de que muitos dos argumentos usados na obtenção dos
resultados citados no parágrafo precedente não se generalizam para dimensões
mais altas, como também há exemplos que apresentam maior complexidade.
Por exemplo, a convexidade dos conjuntos de rotação não pode ser assegurada
para todos os homeomorfismos, pois há homeomorfismos em Td (d > 2) com
conjuntos de rotação não convexos [8].

Neste sentido, [1] surge como continuação de um trabalho anterior do se-
gundo e terceiro autores ([6]). Nele, como versão para dimensões mais altas do
resultado de M. Peixoto acima citado, provamos que C0-aberto e denso, os con-
juntos de rotação de homeomorfismos conservativos e homotópicos a identidade
no toro Td, d ≥ 3 são poliedros convexos cujos vértices são vetores que possuem
apenas coordenadas racionais.

Por outro lado, em [2] introduzimos o conceito de cone de rotação para fluxos
conservativos em Td, d ≥ 3, e provamos que aberto e densamente, o cone de
rotação é estável e poliedral, sendo que suas arestas são geradas por um vetor
com coordenadas racionais.
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